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 W artykule został przedstawiony sposób modelowania drgaj�cych układów mechanicznych 
o parametrach rozło�onych w sposób ci�gły za pomoc� grafów przepływowych. 
Wykorzystanie metody grafów przepływowych w modelowaniu układów ci�głych pokazano 
na przykładzie dwuogniwowego układu pr�towego drgaj�cego wzdłu�nie. 
 
 
1.  WPROWADZENIE 
 
 Prowadzenie analizy drga� zło�onych układów mechanicznych wi��e si� ze stosowaniem 
aparatu matematycznego w postaci równa� ró�niczkowych zwyczajnych  
i cz�stkowych lub metod macierzowych. Korzystanie z tych metod, które w literaturze 
nazywa si� „metodami klasycznymi” przysparza jednak trudno�ci zwi�zanych  
z tworzeniem i rozwi�zywaniem odpowiednich układów równa� ruchu. W przypadku analizy 
układu zbudowanego z du�ej liczby podukładów, gdy zachodzi konieczno�� modyfikacji 
struktury układu nale�y ka�dorazowo formułowa� od pocz�tku równania ró�niczkowe ruchu, 
b�d� od nowa budowa� macierze bezwładno�ci, sztywno�ci, tłumienia i inne. Z powodu tych 
niekorzystnych cech klasycznych metod badania układów mechanicznych poszukiwane s� 
takie metody opisu i interpretacji zjawisk dynamicznych, które zapewniłyby łatwy sposób 
zinterpretowania ich w kategoriach danej dziedziny techniki, jak równie� pozwoliłyby na ich 
oprogramowanie. Metody badania układów mechanicznych, które rozwijane s� w o�rodku 
gliwickim, oparte na metodach grafów i liczb strukturalnych w literaturze nazywane  
s� „nieklasycznymi”. Zastosowanie grafów przepływowych, które s� w istocie graficzn� 
reprezentacj� układu równa� liniowych umo�liwia pełn� algorytmizacj� oblicze� przy 
wyznaczaniu charakterystyk dynamicznych badanych modeli układów drgaj�cych, bez 
konieczno�ci ponownego tworzenia równa� ró�niczkowych ruchu przy zmianie struktury 
układu [1, 2, 3, 4]. 

 
 
2.  OBIEKT BADA� 

 
 Przedmiotem rozwa�a� jest struktura K dowolnego układu mechanicznego, o ci�głym 
rozkładzie parametrów i o odcinkowo stałym przekroju, zdefiniowana jako: 
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K = <S, Rz>, (1) 
gdzie:  S – jest zbiorem zmiennych uogólnionych przemieszcze� i sił,  
 Rz – relacj� bilateraln�, okre�lon� nast�puj�co: 

Ss,s}s)s({Ss,s j2i1j2i1pj2i1
P

∈∧=γ∨>∈<
γ

 (2) 

gdzie: γp ∈ 	 (i, j= 1, 2, …, n; n – jest liczb� wierzchołków grafu; p = 1, 2, …, card 	),  
           F – zbiór funkcji γp okre�lony na zbiorze S. 

W modelowaniu rozpatrywanej klasy układów, zale�no�ci pomi�dzy amplitudami sił 
uogólnionych 2sj ∈ 2S i uogólnionych przemieszcze� 1si ∈ 1S wyra�a si� stosuj�c poj�cie 
podatno�ci dynamicznej Yij, czyli opatrzonej znakiem amplitudy przemieszczenia 
uogólnionego w kierunku i – tej współrz�dnej uogólnionej, wywołanego uogólnion� sił� w 
postaci funkcji harmonicznej o amplitudzie jednostkowej, odpowiadaj�cej j – tej współrz�dnej 
uogólnionej, to znaczy: 

1si = Yij 2sj (3) 
gdzie: 2sj = eaωt, a = 1− , ω -cz�sto��[2]. 
 
W celu uzyskania struktury grafu reprezentuj�cej model układu, nale�y dokona� 
odwzorowa�: 

• zbiór uogólnionych przemieszcze� układu – w w�zły 
1

i1 x  grafu przepływowego  

f1: 1S → 1X (4) 
w ten sposób, �e:  

f1(1si) = 
1

i1 x  (5) 

gdzie: 1si ∈ 1S, 
1

i1 x ∈ 1X. 

• zbiór uogólnionych sił – w w�zły 
2

1 jx  grafu przepływowego 

f2: 2S → 1X (6) 
w ten sposób, �e:  

f2(2si) = 
2

1 jx   (7) 

gdzie: 2sj ∈ 2S, 
2

1 jx ∈ 1X,  

• zbiór elementów funkcji 	 - w łuki  ijx2  grafu przepływowego  

f3: 	 → 2X (8) 
w ten sposób, �e:           

f3( Pγ ) = 2xij            (9) 
gdzie: Pγ ∈ 	; p = 1, 2, …, card 	 
• elementy relacji RZ w elementy relacji  3X 

f4: RZ → 3X (10) 
w ten sposób �e: 

f4(<1si, 2sj>) = < 
1

i1 x ijx2  
2

1 jx > (11) 

       gdzie: <1si, 2sj> ∈ RZ, <
1

i1 x  ijx2  
2

1 jx > ∈ 3X 



Zastosowanie grafów przepływowych… 779 
 

)2(
22 s  )2(

11s  )2(
11

)1(
21 ss =  

)2(
12

)1(
22 ss =  

E1,A1,ρ1 E2,A2,ρ2 

L2 L1 

 
)1(

12 s  
2 1 

E1,A1,ρ1 E2,A2,ρ2 

L2 L1 

)1(
11s  

2 1 

 W wyniku tak zdefiniowanego ci�gu odwzorowa� Fi (i = 1, 2, 3, 4) otrzymuje si� graf 
przepływowy struktury układu o ci�głym rozkładzie parametrów: 

>=<
→

F X,X  (12) 
gdzie: F = {fi}; i = 1, 2, 3, 4. 
 
W kolejnym kroku w celu uzyskania obci��onej struktury grafu reprezentuj�cej 

modelowany układ mechaniczny, nale�y dokona� przyporz�dkowa� '
jF  (j = 1, 2, 3): 

• w�złom 
1

i1 x  grafu przepływowego, warto�ci uogólnionych przemieszcze� jako: 

,sx f i1
1

i1
'

1 =�
�

�
�
�

�  (13) 

       gdzie: 
1

i1 x ∈ 1X, 1si ∈ 1S,  

• w�złom 
2

i1 x  grafu przepływowego, warto�ci uogólnionych sił jako: 

,sx f j2
2

i1
'
2 =�

�
�

�
�
�  (14) 

       gdzie:  
2

1 jx ∈ 2X, 2sj ∈ 2S.    

• łukom 2x  grafu przepływowego, warto�ci sztywno�ci dynamicznych jako: 
( )
( )��

�
	



=

=

 zx f

zx f

ij2
'
3

ii2
'
3

 (15) 

gdzie: zii dla łuków  ł�cz�cych w�zły 
1

i1 x  i
2

i1 x   

       zij dla łuków  ł�cz�cych w�zły 
1

i1 x  i
2

j1 x  

 
Ostatecznie w wyniku tak zdefiniowanych odwzorowa� (4÷11) i przyporz�dkowa� 

(13÷15) uzyskuje si� graf mechanicznego układu ci�głego o odcinkowo stałym przekroju 
nazywany grafem przepływowym. 
 
3.  PRZYKŁAD MODELOWANIA UKŁADU DWUOGNIWOWEGO 

 
Przykładowo rozpatrzono drgaj�cy wzdłu�nie dwuogniwowy układ  pr�towy, który 

pokazano na rys.1.  
 
 
 
 
 

 

 

Rys.1. Układ dwuogniwowy drgaj�cy wzdłu�nie 
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Zale�no�ci pomi�dzy przemieszczeniami ko�ców ogniw a działaj�cymi na nie siłami 
przyj�to w postaci: 
 
- dla ogniwa pierwszego:     - dla ogniwa drugiego: 
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Zast�puj�c indeksy cyfrowe literowymi w celu uproszczenia zapisu otrzymano: 
 
- dla ogniwa pierwszego:      - dla ogniwa drugiego: 
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Dokonuj�c odwzorowa� (4÷11) i przyporz�dkowa� (13÷15) utworzono graf 
przepływowy rys.2 jako model rozpatrywanego układu.  

 

 

 

 

  Rys.2. Graf przepływowy układu dwuogniwowego drgaj�cego wzdłu�nie 

 Przedstawiony sposób modelowania mechanicznych układów ci�głych grafami 
przepływowymi jest pierwszym krokiem do analizy tego typu układów. Uniwersalno�� 
stosowania tego typu grafów polega na mo�liwo�ci wykorzystania ich w badaniu układów 
mechanicznych o strukturze dyskretnej jak równie� dyskretno – ci�głej.  
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