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Wymuszona konwekcja wywołuje w krzepn�cym odlewie szereg zmian, których efektem 
jest poprawa jego jako�ci. W pracy przeprowadzono symulacj� przepływu ciekłego metalu 
przed frontem krystalizacji wymuszonego przez wiruj�ce pole magnetyczne. Podano model 
matematyczny i numeryczny krzepni�cia oparty na równaniu przewodnictwa ciepła i 
równaniach Naviera-Stokesa. Okre�lono wpływ geometrii frontu krystalizacji na jako�ciowe 
zale�no�ci pomi�dzy przepływem a zmianami w strukturze. 
 
 
1. WPROWADZENIE 

 
 Celem stosowania nowoczesnych technologii odlewniczych jest mi�dzy innymi poprawa 
jako�ci struktury poprzez eliminacj� kryształów kolumnowych. Jednym z takich sposobów 
jest wymuszanie konwekcji fazy ciekłej poprzez wiruj�ce pole magnetyczne. Okazuje si�, �e 
wymuszona konwekcja fazy ciekłej zmienia warunki krystalizacji w otoczeniu frontu 
krystalizacji powoduj�c utrat� stabilno�ci powierzchni rozdziału faz. W nast�pstwie tego 
wyst�puje krzepni�cie obj�to�ciowe, w którym powstaj� kryształy równoosiowe. Ponadto 
cech� charakterystyczn� kryształów kolumnowych krystalizuj�cych z cieczy przypływaj�cej 
przed frontem jest zmieniony kierunek wzrostu. W pracach [1-5] wykazano, �e przy wirowym 
ruchu ciekłego metalu wzrost kryształów kolumnowych odchyla si� od kierunku radialnego a 
odchylenie ma zwrot przeciwny do kierunku wirowania cieczy (rys. 1a). Przyczyn� tego 
zjawiska jest ró�nicowanie si� st��enia dodatku stopowego na czole kryształu [5-7], które 
mo�e wynika� ze zmiany grubo�ci warstwy dyfuzyjnej wywołanej strumieniem ciekłego 
metalu płyn�cym przed frontem krystalizacji. 

Badania ruchu ciekłego metalu na modelu fizycznym s� bardzo utrudnione, dlatego coraz 
ch�tniej stosowane jest numeryczne modelowanie procesu krzepni�cia, rozwijane w kierunku 
formułowania modeli sprz��onych [8-10]. W niniejszej pracy, proponuje si� model symulacji 
numerycznej procesu krystalizacji fazy stałej stopu dwuskładnikowego z uwzgl�dnieniem 
wymuszonej konwekcji wiruj�cym polem magnetycznym. Dokonano oceny pola pr�dko�ci 
fazy ciekłej przed frontem krystalizacji poprzez symulacj� numeryczn� dla paraboloidanego 
frontu krystalizacji wg modelu Mullinsa-Sekerki [11].  
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 Paraboloidalny front krystalizacji tworz� tzw. komórki dendrytyczne (dendryty 
kolumnowe), których kształt czoła odpowiada paraboloidzie, a przekrój osiowy jest parabol� 
o równaniu 2bxy = . Promie� krzywizny czoła komórki R równy jest wtedy: 

 

b
R

2
1= .               (1) 

 
 Ustalenie kształtu i wymiarów czoła kryształu wymaga znalezienia równania paraboli tzw. 
„najlepszego dopasowania” i na jej podstawie mo�na obliczy� promie� R [12]. Mo�na 
równie� wpisa� koło o promieniu R w czoło kryształu na zgładzie metalograficznym. Promie� 
koła b�dzie równocze�nie promieniem krzywizny czoła dendrytu R [13]. 

Uzale�nienie geometrii powierzchni mi�dzyfazowej od st��enia dodatku stopowego 
wymagało przyj�cia zmodyfikowanego modelu frontu krystalizacji Kurza-Fishera [14], w 
którym powierzchni� rozdziału tworz� komórki o elipsoidalnej powierzchni główki (rys. 1). 
Uproszczon� zale�no�� na promie� czoła kryształu R otrzymuje si� z kryterium stabilno�ci 
marginalnej Mullinsa-Sekerki [15]: 
 

Tc GmG
R

−
Γ= π2              (2) 

 
gdzie: 
Γ - współczynnik Gibbsa – Thomsona,  Gc - gradient st��enia,  
GT - gradient temperatury na froncie krystalizacji,  
m - współczynnik kierunkowy linii likwidus 
lub z pomiarów. 

Front krystalizacji tworz� kryształy jak na rys. 1b. Najistotniejszymi parametrami frontu 
dla symulacji s� wielko�ci ‘a’ i ‘b’, które s� równocze�nie osiami elipsy.  

 

a)                                                                    b) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Rys. 1. Struktura strefy kryształów kolumnowych w odlewach z AlCu0,2 krzepn�cych przy 
wymuszonej konwekcji (a) - pow. 25x, (b) model powierzchni rozdziału faz 

Kierunek ruchu ciekłego 
metalu 
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 Do obliczenia parametrów ‘a i b’ mo�na zastosowa� procedury wynikaj�ce z modelu 
Kobayashiego na st��enie składnika stopowego w miejscu styku kryształów [16]. Cz�sto 
przyjmuje si�, co potwierdzono wieloma pomiarami, �e CR≈CE nawet dla stopów 
niskoskładnikowych u�ytych w niniejszych badaniach [11]. St��enie C* na czole komórki 
definiuje funkcja Ivantsov’a [11]: Iv = -Pec exp(Pec) Ei(-Pec). 

W zmodyfikowanym modelu Kurza-Fishera powierzchnia czoła dendrytu jest elipsoid� 
obrotow�. W zwi�zku z tym du�� póło� mo�na obliczy� z równania: 

 

S

R

G
CCm

a
)( * −

=                   3) 

 
a mał� póło� 
 

aRb =                4) 
 
gdzie: 
CR - st��enie składnika stopowego w miejscu styku kryształów. Przyj�to �redni wynik 

pomiarów st��enia miedzi w stopach AlCu0,2 na granicach ziaren Cu=CR=2,93%, 
Gs  -  gradient temperatury w fazie stałej, obliczony na podstawie wyników symulacji (tab. 1). 
 
Obliczenia parametru ‘a i b’ 
1. Wyznaczenie promienia czoła komórki R 

Promie� czoła komórki R zmierzono na odpowiednio przygotowanym zgładzie 
metalograficznym. Procedura pomiaru miała nast�puj�cy przebieg [17]: najpierw w 
odległo�ci ok. 10 mm od powierzchni zewn�trznej wlewka wytypowano na mikrozgładzie 
czoło kryształu, nast�pnie polerowano powierzchni� próbki zbieraj�c warstw� około 5 µm 
i w czoło wpisywano okr�g o stosownym promieniu (rys. 2). Polerowanie i pomiar 
powtarzano do chwili gdy czoło osi�gn�ło maksymalny wymiar.  

 
                   a)                                            b) 

Rys. 2. Mikrostruktura odlewu z AlCu0,2 o �rednicy 45 mm w strefie przemiany struktury: a) 
pow.25x, b) pow. 50x 
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Nast�pne pomiary po kolejnym polerowaniu wykazywały mniejsz� warto�� promienia R. 
Maksymalny promie� wpisanego koła w czoło komórki przyjmowano za wynik pomiarów 
(tab. 1). 
 
2. Obliczenie st��eniowej liczby Pecleta 
 

D
VpR

PeC 2
1⋅=                                                            (5) 

 
gdzie: 
R - promie� krzywizny czoła komórki (z pomiarów), 
Vp1 - pr�dko�� krystalizacji przyj�ta z wyników symulacji [5], 
D - współczynnik dyfuzji (D=5,45*10-3mm2/s1) [5]. 
 
3. Obliczenie st��enia na wierzchołku komórki C* 

( ) ( ) ( )CiCCo

o

PeEPePek
C

C
−−+

=∗

exp11
                                 (6) 

 
gdzie: 
Co - st��enie pocz�tkowe, 
ko - równowagowy współczynnik rozdziału faz, 
PeC - st��eniowa liczba Pecleta, 
Ei(-PeC) - funkcja aproksymuj�ca (wykładnicza funkcja całkowa) [18], 
 
dla PeC>1 
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W zale�no�ci (6) zamiast równowagowego współczynnika rozdziału ko przyj�to 

efektywny współczynnik kef, który oblicza si� z równania Scheila [11]. Szczegółow� analiz� 
zało�e� i stosowany przebieg oblicze� kef przedstawiono w [5]. St��enia nominalnego Co w 
równaniu (6) zast�piono wynikami pomiarów rozkładu st��enia miedzi wzdłu� promienia 
odlewu Cu(x) [5,6] przyjmuj�c, �e efo kxCuC /)(= . W ten sposób uzale�niono st��enie na 
wierzchołku komórki C* od poło�enia x frontu krystalizacji w odlewie uzyskuj�c 
 

[ ( ) ( ) ( ) ] efCiCCef kPeEPePek
xCu

xC
−−+

=∗

exp11
)(

)(                                 (7) 

 
Dane do oblicze�: kef i Cu(x) przyj�to z [5]. Wyniki zawarto w tab. 1. 
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4. Obliczenie ‘a’ i ‘b’ z zale�no�ci (3) i (4) 
 

Wyniki oblicze� dla warstwy odlewu od 6,1 do 12,1 mm, mierzonej od jego powierzchni 
zewn�trznej, przedstawiono w tab. 1. 
 
Tabela 1 

Zestawienie wyników pomiarów i oblicze� dla odlewu o �rednicy 45 mm z AlCu0,2 
wykonanego pod wpływem WPM o indukcji B=0,015 T i Vcm=0,55 m/s 

x  
[mm] 

R  
[mm] 

Vp1 
[mm/s] 

PeC Gs [K/mm]  C*(x) [%] a 
[mm] 

b 
[mm] 

6,1 0,022 0,59 1,191 7,8 0,218 0,9 0,141 
7,1 0,022 0,54 1,09 6,91 0,216 1,02 0,150 
8,1 0,022 0,51 1,029 6 0,217 1,18 0,161 
9,1 0,022 0,52 1,05 5,03 0,221 1,4 0,175 

10,1 0,022 0,55 1,11 3,88 0,226 1,82 0,200 
11,1 0,022 0,61 1,231 3,1 0,228 2,27 0,223 
12,1 0,022 0,71 1,433 2,46 0,229 2,86 0,251 
 

Uzyskane wymiary geometrii frontu krystalizacji przyj�to do oblicze� numerycznych 
przepływu ciekłego metalu przed jego powierzchni�. 
Symulacj� procesu przeprowadzono w oparciu o model krzepni�cia ciekłego metalu 
uwzgl�dniaj�cy wzajemny, zło�ony wpływ zjawisk cieplnych i przepływowych, bowiem 
zwi�zany z rozwi�zywaniem równania przewodnictwa ciepła i równa� Naviera-Stokesa. 

Zadanie rozwi�zano metod� elementów sko�czonych [12]. Modelowaniu poddano odlew 
walcowy ze stopu AlCu0,2 . 
 

 
2. MODEL MATEMATYCZNY 

 
 Model numerycznej symulacji krzepni�cia odlewu z uwzgl�dnieniem ruchu ciekłego 
metalu opiera si� na rozwi�zywaniu nast�puj�cego układu równa� ró�niczkowych [9,10,20]:  
- równa� Naviera-Stokesa i równania ci�gło�ci przepływu: 
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- równania przewodnictwa ciepła z członem konwekcyjnym: 
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gdzie: ρ - g�sto�� [kg/m

3
],  

  iv - współrz�dna pr�dko�ci przepływu metalu [m/s],  
  ig - współrz�dna przyspieszenia ziemskiego [N/kg],  
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  p - ci�nienie [N/m2]; T - temperatura [K]; t - czas [s],  

  µ - współczynnik lepko�ci dynamicznej [Ns/m2],  
  β - obj�to�ciowy współczynnik rozszerzalno�ci cieplnej [1/K],  
  zT - temperatura zalewania metalu[K],  
  efc - efektywne ciepło wła�ciwe [J/(kgK)],  
  λ - współczynnik przewodzenia ciepła [W/(mK)],  
  ix - współrz�dna wektora poło�enia [m], 
  (i, j)=1, 2) - zadanie dwuwymiarowe.  
 
Dodatkowym zało�eniem jest przyj�cie zmiany g�sto�ci z temperatur�: ( ).Tρρ =  W 
zaproponowanym modelu krzepni�cia �ródło ciepła nie wyst�puje jawnie w równaniu 
przewodnictwa, lecz znajduje si� w efektywnym cieple wła�ciwym (model pojemno�ciowy) 
[10,19]. 

Układ równa� (8,9) uzupełniono warunkami pocz�tkowymi dla pól pr�dko�ci i 
temperatury oraz odpowiednimi warunkami brzegowymi zadanymi na powierzchniach 
ograniczaj�cych rozwa�any układ (rys. 3,4) [10,19,20].  
Warunki pocz�tkowe dla pól pr�dko�ci i temperatury s� nast�puj�ce: 
 

.)(),(),(),( 0000 iiii xTtxTxtx == vv                            (10) 
 

A

 Rys. 3. Przekrój układu odlew-kokila 

 

Rys. 4. Schemat rozwa�anego układu (szczegół A na rys.3 w powi�kszeniu) 
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Warunki brzegowe na wskazanych powierzchniach (rys. 4) wynosiły: 
 
- dla pr�dko�ci: 
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- dla temperatury: 
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gdzie: aT - temperatura otoczenia [K],  

 Mα - współczynnik wymiany ciepła mi�dzy form� a otoczeniem [W/m2K]. 
Postawione zadanie rozwi�zano metod� elementów sko�czonych.  
 
 
3. OBLICZENIA NUMERYCZNE 

 
Obliczenia przeprowadzono dla odlewu ze stopu AlCu0,2 o wymiarach φ45 x 180 mm, 

krzepn�cego w kokili grafitowej o grubo�ci �cianki 7 mm. Własno�ci termofizyczne stopu 
AlCu0,2 i materiału formy zaczerpni�te z prac [4,11] podano w tab. 2. Rozwa�any wycinek 
przekroju pokazano na rys. 3, zaznaczaj�c najistotniejsze wymiary: d =0,059 m, od =0,045 m, 
R =0,001 m. W celu dokonania oceny wpływu zmiany geometrii frontu krystalizacji na 
rozkład pr�dko�ci ciekłego metalu obliczenia przeprowadzono dla dwóch warto�ci pr�dko�ci 
ciekłego metalu Vcm przed frontem. Przyj�to, �e wn�ka kokili wypełniona jest ciekłym 
metalem o temperaturze zalewania Tzal = 973 K. Pocz�tkowa temperatura kokili ( )MT  
wynosiła 300 K. Ciepło przemiany fazowej (L) wydzielaj�ce si� pomi�dzy temperaturami 
likwidusu ( )LT  równ� 931 K a solidusu ( )ST  wynosz�c� 928 K, wynosiło 390 kJ/kg. 
Wymian� ciepła pomi�dzy kokil� a otoczeniem modelowano warunkiem brzegowym 
Newtona przyjmuj�c temperatur� otoczenia ( )∞T  równ� 300 K, natomiast współczynnik 
przejmowania ciepła ( )Mα  wynosił 60W/(m2K). Przyj�to liniow� zmian� g�sto�ci ( ρ ) i 
współczynnika przewodzenia ciepła ( λ ) w przedziale temperatury likwidusu i solidusu. 
Zmian� współczynnika lepko�ci dynamicznej ( µ ) z temperatur� okre�lono według zale�no�ci 
podanej w pracy [21].  
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Tabela 2 
Dane termofizyczne odlewu i kokili 
 W/(mK) J/(kgK) kg/m3 

Faza ciekła  =Lλ 95 =Lc 1290 Lρ = 2390 

Faza stała  =Sλ 210 =Sc 1090 Sρ = 2550 

Kokila =Mλ 96 =Mc 1100 Mρ = 2200 
 

 
 

a 
b 

 a) 
 

 b) 
 

Rys. 5. Wektory pr�dko�ci [m/s] w pobli�u frontu krystalizacji przy szeroko�ci warstwy 
zakrzepłej: a) 4/oS rl =  i b) 2/oS rl =  ; paraboloidalny front krystalizacji;a:b=4:1 
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Dla przyj�tych parametrów termicznych uzyskano pr�dko�ci przyrostu fazy stałej, dla której 
powierzchnia krzepni�cia zajmowała poło�enie równe 2/oS rl =  po około 15s trwania 
procesu krystalizacji. Dla takiej pr�dko�ci przesuwania si� frontu krystalizacji wyznaczono 
rozkłady wektorów pr�dko�ci w obszarze kontrolnym (rys. 4.). Wymuszon� pr�dko�� ruchu 
ciekłego metalu przyj�to równ� Vcmmax=0,55m/s. Pole pr�dko�ci po osi�gni�ciu przez front 
odległo�ci 4/oS rl =  i 2/oS rl =  od powierzchni zewn�trznej odlewu, prezentuje w 
powi�kszeniu rys. 5. Wyniki oblicze� pokazano dla przekroju na wysoko�ci 70mm od dna 
kokili. 
 
 
4. PODSUMOWANIE KO�COWE 

 
 Na podstawie uzyskanych wyników mo�na stwierdzi�, �e pole pr�dko�ci ciekłego metalu 
zmienia si� w zale�no�ci od zadanej pr�dko�ci ciekłego metalu przed rosn�cymi kryształami. 
Wyra�nie wi�ksza pr�dko�� ciekłego metalu od strony napływu cieczy (rys. 5) mo�e 
wywoływa� zmniejszenie grubo�ci warstwy dyfuzyjnej i z tej strony czoła kryształu 
wyst�puje intensywniejsze konwekcyjne odsyłanie domieszki. Powoduje to zubo�enie w 
składnik stopowy ciekłego metalu na czole komórki od strony napływu cieczy, a wzbogacenie 
warstwy dyfuzyjnej na czole komórki poprzedzaj�cej po stronie przeciwnej napływu fazy 
ciekłej. Objawia si� to mniejszym st��eniem miedzi w kryształach kolumnowych od strony 
napływu ciekłej fazy [5,6]. Ta asymetria jest przyczyn� wzrostu komórek z tendencj� 
kierowania si� w stron� przeciwn� do makroskopowego kierunku wymuszenia ruchu fazy 
ciekłej (rys. 1a). 
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