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Rozwijany w o�rodku gliwickim algorytm syntezy drgaj�cych układów mechanicznych 
nie obejmował dotychczas zagadnienia sprz��e� pomi�dzy współrz�dnymi niejednorodnymi. 
W prowadzonych badaniach z zakresu syntezy drgaj�cych układów mechanicznych opisanych 
współrz�dnymi niejednorodnymi dokonywano podziału układu i nie uwzgl�dniano sprz��e�. 
Opracowane metody bazuj� na opisie za pomoc� współrz�dnych jednorodnych [1, 2, 3] lub za 
pomoc� klas współrz�dnych jednorodnych [4, 5]. W niniejszej pracy zostanie omówione 
zagadnienie uwzgl�dnienia liniowych sprz��e� pomi�dzy współrz�dnymi niejednorodnymi 
opisuj�cymi układ. 
 
 
1. WPROWADZENIE 
 

Problem syntezy drgaj�cych układów mechanicznych opisanych współrz�dnymi 
niejednorodnymi z uwzgl�dnieniem liniowych sprz��e� wyst�puj�cych w układzie jest 
nowym zagadnieniem w dziedzinie bada� prowadzonych w o�rodku gliwickim. Opracowane 
dotychczas i zaimplementowane w j�zykach programowania wysokiego poziomu algorytmy 
bazowały na opisie we współrz�dnych jednorodnych b�d� w klasach współrz�dnych 
jednorodnych. Takie podej�cie umo�liwiało syntez� układów o jednym kierunku drga� albo 
układów, w których ruch drgaj�cy odbywa si� w ró�nych kierunkach, lecz nie s� 
uwzgl�dniane sprz��enia lokalne. St�d pojawiła si� potrzeba prowadzenia dalszych bada� nad 
metod�, która pozwoli na uwzgl�dnienie sprz��e� lokalnych pomi�dzy współrz�dnymi. 
W pracy ograniczono si� do płaskiego układu o dwóch stopniach swobody opisanego 
współrz�dnymi niejednorodnymi. W dalszym ci�gu zostanie zaprezentowana metoda b�d�ca 
wynikiem przeprowadzonych bada�. 

 
 

2. PODOBIE�STWA W OPISIE DYNAMIKI DRGAJ�CYCH UKŁADÓW 
OPISANYCH WSPÓŁRZ�DNYMI JEDNORODNYMI I NIEJEDNORODNYMI 

 
Niech b�d� dane układy drgaj�ce w opisie współrz�dnych jednorodnych (rys. 1(a)) oraz 

w opisie współrz�dnych niejednorodnych (rys. 1(b)). 
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Rys. 1. Układ drgaj�cy o dwóch stopniach swobody opisany współrz�dnymi jednorodnymi 
(a) oraz współrz�dnymi niejednorodnymi (b) 

 
Dokonuj�c analizy dynamiki układu przedstawionego na rys. 1(a) otrzymano macierz 

sztywno�ci w postaci 
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W odniesieniu do układu przedstawionego na rys. 1(b) przeprowadzono analiz� dynamiki 

stosuj�c metody grafów hybrydowych. Uzyskana w ten sposób macierz sztywno�ci ma posta� 
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Dokonuj�c porównania macierzy danych wzorami (1) i (2) sformułowano nast�puj�ce 

wnioski: 
• macierz sztywno�ci układu opisanego współrz�dnymi jednorodnymi i macierz sztywno�ci 

układu opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi posiadaj� ten sam wymiar, 
• identyczna jest struktura obu macierzy: elementy na pierwszej przek�tnej wyra�aj� 

dynamik� niezale�nych podukładów, natomiast na drugiej przek�tnej znajduj� si� 
wyra�enia opisuj�ce sprz��enia wyst�puj�ce w układzie, 

• równanie charakterystyczne dane wyra�eniem det  Z = 0  mo�na zapisa� w ogólnej postaci 
 
Ap Bp C4 2 0+ + = , (3) 

 
gdzie A, B, C oznaczaj� odpowiednie współczynniki, które w przypadku układów o takich 
samych cz�sto�ciach drga� własnych maj� t� sam� warto�� liczbow� (z dokładno�ci� do 
współczynnika skali) w odniesieniu do układu opisanego współrz�dnymi jednorodnymi 
i układu opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi, natomiast p  jest operatorem Laplace’a. 
 
 
3. ALGORYTM SYNTEZY PŁASKIEGO DRGAJ�CEGO UKŁADU 

MECHANICZNEGO OPISANEGO WSPÓŁRZ�DNYMI NIEJEDNORODNYMI 
Z UWZGL�DNIENIEM SPRZ��E� 

 
 W kolejno�ci zostan� przedstawione zało�enia niezb�dne do sformułowania algorytmu 
syntezy. S� one nast�puj�ce: 
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1. Struktura wynikowa układu jest z góry znana i ma posta� jak na rys. 1(b). 
2. Elementy spr��yste posiadaj� okre�lon� sztywno�� w kierunku osi 2, natomiast w kierunku 

osi 1 ich sztywno�� jest niesko�czenie wielka. 
3. Na układ nie działaj� wymuszenia dynamiczne lub kinematyczne. 
4. Współrz�dne uogólnione okre�laj� poło�enie �rodka masy w ruchu wzdłu�nym 

i obrotowym wzgl�dem osi przyj�tego układu współrz�dnych. 

Na podstawie tak sformułowanych zało�e� algorytm syntezy przedstawia si� nast�puj�co: 
1. Okre�li� cz�sto�ci drga� własnych oraz operatorow� posta� charakterystyki dynamicznej. 
2. Przeprowadzi� rozkład charakterystyki na ułamek ła�cuchowy otrzymuj�c parametry m1 , 

m2 , c1  i c2  w odniesieniu do układu przedstawionego na rys. 1(a). 
3. Przypisa� odpowiednie warto�ci otrzymanych parametrów inercyjnych układu opisanego 

współrz�dnymi jednorodnymi do parametrów inercyjnych układu opisanego 
współrz�dnymi niejednorodnymi w nast�puj�cy sposób: m m J mn n= =1 2,  , gdzie mn  
oznacza mas�, a Jn  masowy moment bezwładno�ci w układzie opisanym współrz�dnymi 
niejednorodnymi. 

4. Okre�li� liczbowe warto�ci elementów macierzy sztywno�ci odnosz�cej si� do układu 
opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi (2) (to�same z macierz� sztywno�ci 
odnosz�cej si� do układu opisanego współrz�dnymi jednorodnymi). 

5. Przyj�� warto�� odległo�ci punktu koincydencji elementu inercyjnego i spr��ystego, przy 
czym 
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ze wzgl�du na fizyczn� realizowalno��  

6. Wyznaczy� warto�ci sztywno�ci ( )c n1 , ( )c n2  oraz odległo�� l1  w odniesieniu do układu 

opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi na podstawie układu równa� 
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(5) 

 
przy czym indeks (j) odnosi si� do układu opisanego współrz�dnymi jednorodnymi, 
natomiast (n) - do układu opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi. 

 
 
4. PODSUMOWANIE 
 

Przedstawiony algorytm umo�liwia uzyskanie parametrów dynamicznych drgaj�cego 
układu o dwóch stopniach swobody, opisanego współrz�dnymi niejednorodnymi, 
z uwzgl�dnieniem sprz��e�. Kolejne etapy bada� zostan� po�wi�cone poszukiwaniu metod 
wyznaczania parametrów dynamicznych w odniesieniu do układów kaskadowych opisanych 
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dwiema klasami współrz�dnych niejednorodnych wraz z uogólnieniem na układy 
przestrzenne. 

 
Praca została wykonana w ramach projektu badawczego 5 T07C 02923. 
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